COLEGIUL NATIONAL MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE

»VASILE LUCACIU”
BAIA MARE

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019
CLASA a X-a

Subiectul 1.

Fiea,b € (0,1) astfel incdt a —b = Vb —asia+1=3-3a2(1-b).
a) Arataticaa =b.
b) Determinati numerele a si b.

Subiectul 2.
a) Fie x € R* astfel incat x + i € Q. Aratatica x™ + xin €Q VvVneN"

b) Demonstrati ci VvV5 — 2+ VV5+2 € R\ Q,Vn € N,n > 2.

Subiectul 3.
Functia f: [0, 00) —[0, ) verifica simultan conditiile:
a) fx+y)=f)+f)Vxy=0
b) Multimea {x | f(x) = 0,x € [0, )} este finita.
Aratati ca f este injectiva.

Subiectul 4.
Fie p,q € C,q # 0. Stiind ci z,, z, sunt radicinile ecuatiei z2 + pz + g2 = 0 si au
acelasi modul, demonstrati ca

|§| e [0,2].

Nota:
1) Timp de lucru 3h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A
Subiectul 1.
Fiea,b € (0,1) astfel incat a —b = Vb —asia+1=3-3/a2(1-b).
a) Arataticaa=nh.
b) Determinati numerele a si b.

Solutie:

ADINYa—b=Vb—a=>Ya+a=VD+D e 1p

Consideram functia £: (0,1) = R, f() = VX + X. cevevereieeceeeee e 1p

Functia f este strict crescatoare , deci injectiva. Cum f(a) = f(b) = @ = bocoveveveeennne. 1p
=b

B)a+1=3a2(1=b) e a+1 =3 2L = @)errrrrrrrrerrrrrrerrrrsrossesssssssssesssssnnees 1p

Din inegalitatea mediilor avem my, < m, =

37201 _ _ 3 . —_ ata+(l-a) _ a+l

\/a(l a)—\/aa(l a)S—3 T s 2p

Avem egalitate pentrua =1—a = a = % € (0,1) i 1p

Subiectul 2.

a) Fie x € R* astfel incat x + % € Q. Aratatica x™ + xin €EQ VneN~

b) Demonstrati ca Ti/\/§—2+ r\l/\/§+2 ER\QVneN,n=2.

Solutie:
< o . C e - 9 1
a) Demonstram prin inductie matematica. Din ipotezad avem ca x + o € Q.
< 1 1 1 . Y
Presupunem ca x + - €Qx?*+ = € Q, e, XK+ s € Q, k € N* si demonstram ca
k+1 1
X + ey € Q.

Cum (x+§)(xk+xik)e(@ six"+1+;=(x+%)(xk+xik)—(xk‘1+%):>

xk+1 xk_
xk+1+#€(@=>x”+xin€(@, VI E N oo, 3p
. n 1 1 n
F = — 2D == /TR 1
b) Fie x = V5 ST V5 + p

Presupunem prin absurd ca 1{/\/5—2+ 7i/\/§+2 EQVneNn=2 $x+ie Q

a) 1

=>x"+xine(@:>\/§—2+@=\/§—2+\/§+2=2\/§€Q,ceeaceestefals. ...... 2p

Deci presupunerea facuta este falsa = V\/ﬁ -2+ T{/\/g +2eR\QVneNn=2..1p
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Subiectul 3.

Functia f: [0, 00) —[0, ©) verifica simultan conditiile:
a) fx+y)=f)+f(),Vxy=0
b) Multimea {x | f(x) = 0,x € [0, )} este finita.

Aratati ca f este injectiva.

Solutie:

Pentrux=y=02f(0)=0 ............................................................................................... 1p
Presupunem ca f nu este injectiva = Ja, b € [0, ), astfel incat a > b si f(a) = f(b)......1p
Atunci f(a) = f((a—b) + b) = f(a — b) + f(a) (conform a)) = f(a—b) = 0.

NOtAM @ — B = € = (€)= 0erreeieeeee ettt 2p
Atunci f(2¢) = 0, f(22%¢) = 0 si inductiv f(2"%¢) = 0,V n € N . Contradictie cu b).
ASAAAr T ©StE IMJECTIVA. ...eueiiieitite ittt ettt b et nesn bbb 3p

Subiectul 4.
Fie p,q € C,q # 0. Stiind ci z,, z, sunt ridicinile ecuatiei z2 + pz + g% = 0 si au
acelasi modul, demonstrati ca

A

= €10,2].

2] e 10,21

Solutie:

Fie z;, z, radacinile ecuatiei , conform ipotezei, |z,| = |z,| =7 =

{Zl+22:_p Si 2,21 = 2,25 =172 1p

_ 2 > 1 1 -_ 2 2 bl T R R R T

Z17Z2=(q

N R G B 1p
q Z1'Z2 Z2 Z1

Dar L=2 g loZ P _2Binh o 2Re@Z)  Hycp 1p

zy 12 7 zy T2 q> r2 T2
Daciz, =a+bisiz, =c+dicua,b,c,d €R = |Re(z,75)|?> = (ac + bd)?................ 1p

Conform inegalitatii lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz avem

|Re(z,Z7)|? = (ac + bd)? < (a? + b?)(c?+d?) =1* = |Re(2:Z2)| S T2 o, 2p
T s T
2
os%s4=>|§|e[o,2]. ..................................................................................................... 1p
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