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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

CLASA a X-a 

 

Subiectul 1.  

 Fie 𝑎, 𝑏 ∈ (0,1) astfel încât √𝑎
3
− 𝑏 = √𝑏

3
− 𝑎 și 𝑎 + 1 = 3 ∙ √𝑎2(1 − 𝑏)

3
 . 

 a) Arătați că a = b. 

 b) Determinați numerele a și b.  

 

  

 Subiectul 2.  

a) Fie 𝑥 ∈ ℝ∗ astfel încât 𝑥 +
1

𝑥
∈ ℚ. Arătați că  𝑥𝑛 +

1

𝑥𝑛
∈ ℚ,   ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗. 

b) Demonstrați că √√5 − 2
𝑛

+ √√5 + 2
𝑛

∈ ℝ ∖ ℚ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2.  

 

 Subiectul 3.  

             Funcția 𝑓: [0,∞) →[0,∞) verifică simultan condițiile: 

             a)  𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), ∀ 𝑥, 𝑦 ≥ 0 

             b) Mulțimea {𝑥 | 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0,∞)} este finită. 

              Arătați că f este injectivă.  

 

 

Subiectul 4. 

Fie 𝑝, 𝑞 ∈ ℂ, 𝑞 ≠ 0. Știind că 𝑧1, 𝑧2 sunt rădăcinile ecuației 𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞2 = 0 şi au  

același modul, demonstrați că 

 |
𝑝

𝑞
| ∈ [0,2].  

          

 

 

 

 

 

    Notă: 

           1) Timp de lucru 3h. 

           2) Fiecare subiect se notează cu  puncte de la 0 la 7. 
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

BAREM DE CORECTARE  CLASA A X-A 

Subiectul 1.  

Fie 𝑎, 𝑏 ∈ (0,1) astfel încât √𝑎
3
− 𝑏 = √𝑏

3
− 𝑎 și 𝑎 + 1 = 3 ∙ √𝑎2(1 − 𝑏)

3
 . 

a) Arătați că a = b. 

b) Determinați numerele a și b. 

 

Soluție:  

a) Din √𝑎
3
− 𝑏 = √𝑏

3
− 𝑎 ⇒ √𝑎

3
+ 𝑎 = √𝑏

3
+ 𝑏 ...............................................................1p  

Considerăm funcția 𝑓: (0,1) → ℝ, 𝑓(𝑥) = √𝑥
3
+ 𝑥. ...........................................................1p 

Funcția f este strict crescătoare , deci injectivă. Cum 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ⇒ 𝑎 = 𝑏....................1p 

b) 𝑎 + 1 = 3 ∙ √𝑎2(1 − 𝑏)
3 𝑎=𝑏

⇔ 𝑎 + 1 = 3 ∙ √𝑎2(1 − 𝑎)
3

..................................................1p 

Din inegalitatea mediilor avem 𝑚𝑔 ≤ 𝑚𝑎 ⇒ 

 √𝑎2(1 − 𝑎)
3

= √𝑎 ∙ 𝑎 ∙ (1 − 𝑎)
3

≤
𝑎+𝑎+(1−𝑎)

3
=
𝑎+1

3
.........................................................2p 

Avem egalitate pentru 𝑎 = 1 − 𝑎 ⇒ 𝑎 =
1

2
∈ (0,1)............................................................1p 

 

Subiectul 2.  

a) Fie 𝑥 ∈ ℝ∗ astfel încât 𝑥 +
1

𝑥
∈ ℚ. Arătați că  𝑥𝑛 +

1

𝑥𝑛
∈ ℚ,   ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗. 

b) Demonstrați că √√5 − 2
𝑛

+ √√5 + 2
𝑛

∈ ℝ ∖ ℚ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2.  

 

Soluție:  

a) Demonstrăm prin inducție matematică. Din ipoteză avem că 𝑥 +
1

𝑥
∈ ℚ.  

Presupunem că 𝑥 +
1

𝑥
∈ ℚ, 𝑥2 +

1

𝑥2
∈ ℚ,… . , 𝑥𝑘 +

1

𝑥𝑘
∈ ℚ, 𝑘 ∈ ℕ∗ și demonstrăm că 

 𝑥𝑘+1 +
1

𝑥𝑘+1
∈ ℚ.  

Cum (𝑥 +
1

𝑥
) (𝑥𝑘 +

1

𝑥𝑘
) ∈ ℚ  și 𝑥𝑘+1 +

1

𝑥𝑘+1
= (𝑥 +

1

𝑥
) (𝑥𝑘 +

1

𝑥𝑘
) − (𝑥𝑘−1 +

1

𝑥𝑘−1
) ⇒

𝑥𝑘+1 +
1

𝑥𝑘+1
∈ ℚ ⇒ 𝑥𝑛 +

1

𝑥𝑛
∈ ℚ,   ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗ ………………………………………….….3p 

b) Fie 𝑥 = √√5 − 2
𝑛

⇒
1

𝑥
=

1

√√5−2
𝑛 = √√5 + 2

𝑛
. ................................................................1p 

Presupunem prin absurd că √√5 − 2
𝑛

+ √√5 + 2
𝑛

∈ ℚ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 ⇒ 𝑥 +
1

𝑥
∈ ℚ 

𝑎)
⇒ 𝑥𝑛 +

1

𝑥𝑛
∈ ℚ ⇒ √5 − 2 +

1

√5−2
= √5 − 2 + √5 + 2 = 2√5 ∈ ℚ, ceea ce este fals. ......2p 

Deci  presupunerea făcută este falsă ⇒ √√5 − 2
𝑛

+ √√5 + 2
𝑛

∈ ℝ ∖ ℚ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2....1p 
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Subiectul 3.  

Funcția 𝑓: [0,∞) →[0,∞) verifică simultan condițiile: 

a)  𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), ∀ 𝑥, 𝑦 ≥ 0 

b) Mulțimea {𝑥 | 𝑓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0,∞)} este finită. 

Arătați că f este injectivă.  

 

Soluție:  

Pentru 𝑥 = 𝑦 = 0
𝑎)
⇒𝑓(0) = 0...............................................................................................1p 

Presupunem că f nu este injectivă ⇒ ∃𝑎, 𝑏 ∈ [0,∞), astfel încât 𝑎 > 𝑏 și 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)......1p 

Atunci 𝑓(𝑎) = 𝑓((𝑎 − 𝑏) + 𝑏) = 𝑓(𝑎 − 𝑏) + 𝑓(𝑎) (conform a)) ⇒  𝑓(𝑎 − 𝑏) = 0.  

Notăm 𝑎 − 𝑏 = 𝑐 ⇒ 𝑓(𝑐) = 0...............................................................................................2p 

Atunci 𝑓(2𝑐) = 0, 𝑓(22𝑐) = 0  și inductiv 𝑓(2𝑛𝑐) = 0, ∀ 𝑛 ∈ ℕ . Contradicție cu b). 

Așadar  f  este injectivă...........................................................................................................3p 

 

Subiectul 4. 

Fie 𝑝, 𝑞 ∈ ℂ, 𝑞 ≠ 0. Știind că 𝑧1, 𝑧2 sunt rădăcinile ecuației 𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞2 = 0 şi au  

același modul, demonstrați că 

 |
𝑝

𝑞
| ∈ [0,2].  

 

Soluție:  

Fie 𝑧1, 𝑧2 rădăcinile ecuației , conform ipotezei, |𝑧1| = |𝑧2| = 𝑟 ⇒ 

 {
𝑧1 + 𝑧2 = −𝑝

𝑧1 ∙ 𝑧2 = 𝑞
2   și  𝑧1𝑧1 = 𝑧2𝑧2 = 𝑟

2 ...................................................................................1p 

⇒
𝑝2

𝑞2
=
(𝑧1+𝑧2)

2

𝑧1∙𝑧2
=
𝑧1

𝑧2
+
𝑧2

𝑧1
+ 2 .................................................................................................1p 

Dar   
1

𝑧1
=
𝑧1

𝑟2
   și  

1

𝑧2
=
𝑧2

𝑟2
 ⇒

𝑝2

𝑞2
=
𝑧1𝑧2+𝑧2𝑧1

𝑟2
+ 2 =

2𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)

𝑟2
+ 2 ∈ ℝ  ....................................1p 

Dacă 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 și 𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖 cu 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ  ⇒ |𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)|
2 = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2................1p 

Conform inegalității lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz avem 

|𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)|
2 = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑)2 ≤ (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2+𝑑2) = 𝑟4 ⇒ |𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)| ≤ 𝑟

2........................2p 

|𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)|

𝑟2
≤ 1 ⇒

2|𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)|

𝑟2
≤ 2 ⇔ −2 ≤

2𝑅𝑒(𝑧1𝑧2)

𝑟2
≤ 2  | + 2 ⇒ 

0 ≤
𝑝2

𝑞2
≤ 4 ⇒ |

𝑝

𝑞
| ∈ [0,2]. .....................................................................................................1p      


